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Spatial graphに関する問題の 1つとして, graphの standard embeddingを決定する,
という問題があげられる. Planar graphに対してはplane graphを standard embedding
とみなすのが自然であると考えられるが,一般の graphに関しては未だ様々なアプロー
チが試みられている.
Graphの standard embeddingに関する研究の一環としてK. Kobayashiは, graphの
locally unknotted spatial embeddingという概念を導入した. f を graph Gの spatial
embeddingとしたとき, H1(G;Z)のある basisをなすGの cycleの集合で, その cycle
の集合に対応する f(G)内の knot全てに, 互いに内部の交わらない diskを張ることが
できるものが存在するとき, f は locally unknottedであるという. T. Endo-T. Otsuki
は locally unknotted spatial embeddingに関する次の命題を与えた.
命題 A. 任意の graphは locally unknotted spatial embeddingを持つ.
一般に H1(G;Z)の rank, すなわち graph Gの ﬁrst Betti number β(G), が Gの
spatial embeddingに含まれる knotが張ることのできる, 互いに内部が交わらないdisk
の枚数の上限でないことはすぐにわかる. よって次の問題 Aを考えることは自然で
ある.
問題 A. Graph Gの spatial embeddingに含まれる, Gの cycleの集合に対応する
knotに張ることができる, 互いに内部の交わらない diskの枚数の上限は何枚か.
さらに，
問題 B. 上限を実現する spatial embeddingはどのような性質を持つか.
という問題も考えられる. これらの問題は diskを一般の compact, connectedかつ
orientableである surfaceへと拡張して考えることもできる.
第 1章では問題 Aについて考察する. はじめに, 与えられた graphの spatial em-
beddingに含まれる knotに張ることができる, 互いに内部が交わらない compact, con-
nectedかつ orientableである surfaceの枚数を上から評価する式を与える. そして任
意の graphが, その評価式で与えられた上界を, diskを張ることによって実現できる
spatial embeddingを持つことを示す.
第 2章では, 問題 Bに関して考察する. 含まれる cycleの数が, 張ることのできる
surfaceの枚数の上限と一致する graphに対し, boundary linkの拡張となる, graphの
boundary spatial embeddingを定義する. 第 2節では boundary spatial embedding
を持つ graphの特徴付けをする. 第 3節では graphの boundary spatial embedding
の幾何的な性質として, spatial graphの local moveとの関係について考察する. 実
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際は boundary linkと local moveに関する既知の結果を, graphの boundary spatial
embeddingへと拡張した定理 2.1.5を示す.
第 3 章では linking number と Simon invariant を用いた spatial graph の spatial
graph-homology 分類を与える定理 3.1.3 を示す. Spatial-graph-homologus とは K.
Taniyamaにより定義された spatial graphの同値関係である. T. Motohashi-Taniyama
により, 与えられた graphの spatial embedding f と gが homologousであることと f
と gが有限回の delta moveと ambient isotopyで移りあうことは同値である, という
ことが示されている.
また定理 3.1.3を応用して, minimally diﬀerent spatial embeddingに関する定理を 1
つ与える.
第 1 章
はじめに graph Gの spatial embedding f : G → S3に対し, f(G)の a collection of
m-spanning surfacesを定義する. Spatial graphに含まれるm個の knotの集合を考え
たとき, それらの knot全てに同時に張ることができる, 互いに内部が交わらないm枚
の compact, connectedかつ orientableな surfaceの集合のことを f(G)の a collection
of m-spanning surfacesと呼ぶ. 特に各 surfaceを全て diskで取れるときに f(G)の
a collection of m-spanning disksと呼ぶ. 定義より, Gの locally unknotted spatial
embeddingは, a collection of β(G)-spanning disksを持つことがわかる. しかし一般
に, β(G)は spanning surfaceの枚数 mの上限ではない. このことは, 例えば theta
graphの trivial embeddingが a collection of 3-spaning disksを持つことからすぐに分
かる.
mの上限を定めるため, 定理 1.1.1で任意の graphに対し supanning surfaceの枚数
mの上からの評価式を与える.














i=1 Piは ∅とみなす. もし spatial embedding f : G → S3
に対し, f(G)の a collection of m-spanning surfacesが存在するならばm ≤ 3g−3k−2l
である.
第 2節の目的は, 上記の定理 1.1.1で与えたmの上界 3g− 3k− 2lが, mの上限であ
ることを主張する次の補題を示すことである.
補題 1.1.4. Gを β(G) = gである graph, G =
(⋃k
i=1 Bi
) ∪ (⋃li=1 Ki
) ∪ (⋃ni=1 Pi
)
を各 iに対し β(Bi) ≥ 2, β(Ki) = 1, β(Pi) = 0となる Gの block decomposition,
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γi を Bi の cycleとする. このとき Gの spatial embedding f : G → S3で a collec-
tion of (3g − 3k − 2l)-spanning disks {D1, D2, . . . , D3g−3k−2l}で, Gの cycleの集合
{f−1(∂D1), f−1(∂D2), . . . , f−1(∂D3g−3k−2l)} が各 γi とKi を含んだ H1(G;Z)のある
basisを表す cycleの集合を含むものを持つものが存在する.
補題 1.1.4を示すために graphを blockである場合に限定して, この補題より少し強
い定理 1.1.2を示す. 実際, 補題 1.1.4は簡単な考察より定理 1.1.2から従う.
また補題 1.1.4は, 任意の graphが定理 1.1.1で与えた上限を diskで実現する locally
unknotted embeddingを持つ, ということを主張するものである. よってこの補題は
Endo-Otsukiの結果の自然な拡張になっている.
第 2 章
この章では boundary linkの概念を spatial graphに拡張することを考える. Bound-
ary linkの拡張として, graphの boundary spatial embeddingを定義し, その幾何的な
性質について考察する. 全ての graphが boundary spatial embeddingを持つとは限ら
ないことは簡単な考察より従う. よって, はじめに boundary spatial embeddingを持
つ graphの特徴付けを行う. 次に boundary linkに対して知られている幾何的な性質
を, graphの boundary spatial embeddingに拡張することを考える.
第 2節では boundary spatial embeddingを持つ graphの完全な特徴付けを与える定
理 2.1.2の証明を与える.
第 3節ではShibuya, Cervantes-Fennによって与えられたboundary linkの self-sharp
equivalenceと self-pass equivalenceによる分類を, graphの boundary spatial embed-
dingに拡張した次の定理の証明を与える.
定理 2.1.5. Gを graphとする.このとき次が成り立つ.
(1) Gのどの 2つの boundary spatial embeddingも self-sharp equivalentである.
(2) Gの boundary spatial embedding f と gが self-pass equivalentであることの必要
十分条件は, Gの任意の cycle γに対してArf(f(γ)) = Arf(g(γ))が成立することであ
る. ただしArf(·)はArf invariantを表すものとする.
さらに self-sharp moveは self crossing changeで実現できるので, 定理 2.1.5の系と
して次を得る.
系 2.1.6. Gを graphとする. Gのどの boundary spatial embeddingも trivial em-
beddingに edge-homotopicである.
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Edge-homotopyとは, J. Milnorの link-homotopyの一般化としてTaniyamaにより
導入された同値関係である. 従って系 2.1.6は, boundary linkは trivial linkに edge-
homotopicであるというL. Cervantes-R. A. FennとD. Dimovskiによる結果の自然な
拡張であることがわかる.
第 3 章
この章ではTaniyamaにより定義された spatial-graph-homologyによる spatial graph
の同値分類について考察する. Taniyamaは spatial graphの spatial graph-homology
分類に関する次の命題を与えた.
命題C. Gを graph, f, g : G → R3をGの spatial embeddingとする. このとき f と
gが spatial-graph-homologousである必要十分条件はL(f) = L(g)となることである.
ただしL(·)はWu invariantを表すものとする.
Graph GのWu invariantは, Gが 2つの circleの disjoint unionに homeomorphicで
あるときは linking numberに, K5またはK3,3に homeomorphicであるときは Simon
invariantに一致することが知られている. この 2つの invariantは spatial graphの reg-
ular diagramから比較的簡単に求めることができる. この章の目的は Simon invariant
と linking numberを用いた spatial graphの spatial graph-homology分類を与える次
の定理を示すことである.
定理 3.1.3. Gを graph, f, g : G → R3をGの spatial embeddingとする. このとき f
と gが spatial-graph-homologousであるための必要十分条件は, 2つの cycleの disjoint
unionに homeomorphicであるGの任意の subgraph H に対し, その restriction map
f |Hと g|Hの linking numberが等しく，K5 or K3,3に homeomorphicであるGの任意
の subgraph Hに対し, その restriction map f |Hと g|Hの Simon invariantが一致する
ということである.
T. Soma-H. Sugai-A. Yasuharaは disk/band surfaceを用いて, linking numberによ
る planar graphの spatial graph-homology分類を与えている. 定理 3.1.3は彼らの結
果の自然な拡張になっていることがわかる.
また定理 3.1.3の応用として, 次の定理を与える.
定理3.1.6. Gを 2つの circleのdisjoint union, K5, K3,3のいずれともhomeomorphic
でない graphとする. このとき Gの任意の 2つのminimally diﬀerent embeddingは
spatial-graph-homologousである.
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